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Zur Elektronen—Defektelektronen-Wedhselwirkung
in nichtpolaren Halbleitern

Von Dieter Dorn

Aus dem Institut fiir Theoretische Physik der Technischen Hochschule Braunschweig
(Z. Naturforschg. 11 a, 383—386 [1956] ; eingegangen am 14. Mirz 1956)

Nach Morix und Marra wird die Beweglichkeit der Ladungstriger in nichtpolaren Halbleitern bei
hohen Temperaturen auBler durch die thermische Gitterstreuung auch noch durch Wechselwirkungen
zwischen Elektronen und Defektelektronen beeinfluBt. Unter der Annahme, daB8 die thermische
Gitterstreuung dominierend ist, wird die Elektronen—Defektelektronen-Wechselwirkung in einer
Storungsrechnung ermittelt, wobei zwischen den Ladungstrigern ein abgeschirmtes Couroms-Potential
angenommen wird. Es werden Ausdriicke fiir die Anteile der beiden Ladungstrigerarten am Gesamt-

strom angegeben und diskutiert.

Von MoriN und Marra! wurden Messungen der
elektrischen Leitfahigkeit von eigenleitendem Ger-
manium veroffentlicht, die darauf schlieBen lassen,
dafl die Beweglichkeit der Ladungstriger bei hohen
Temperaturen auller durch die thermische Gitter-
streuung auch noch durch die Wechselwirkungen
zwischen den Ladungstragern beeinflullt wird. Wie
aus der Gastheorie bekannt ist, brauchen hierbei
lediglich StoBe zwischen Elektronen und Defekt-
elektronen betrachtet zu werden, da StoBe zwischen
gleichartigen Teilchen keine Anderung des Gesamt-
impulses bewirken, also auch keinen wesentlichen
Einflu auf die Leitfdhigkeit haben (vgl. DEBYE und
CoNwELL 2).

Die groe Ahnlichkeit der Elektronen — Defekt-
elektronen-Wechselwirkung mit der Streuung von
Elektronen an ionisierten Storstellen veranlafite
Morin und Marra, diesen Einflu durch eine modi-
fizierte Brooks-HErrING-Formel zu erfassen. Hierzu
ersetzten sie die Dichte der ionisierten Storstellen
durch die mittlere Ladungstragerdichte und die
Elektronenmasse durch die reduzierte Masse der
Ladungstrager. Ein Vergleich der so erhaltenen
Formel mit den gemessenen Daten ergab gute Uber-
einstimmung.

Im folgenden soll die Streuung der Elektronen
an den Defektelektronen und umgekehrt unter der
Voraussetzung bestimmt werden, daf} die thermische
Gitterstreuung dominierend ist und demgemal die
Elektronen — Defektelektronen -Wechselwirkung  als
Storung aufgefalit werden kann. Eine spitere
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Verallgemeinerung der Rechnung auf den Fall, dafl
der Einflul beider Streumechanismen von gleicher
GroBenordnung ist, kann durch Anwendung eines
Variationsprinzips durchgefiihrt werden. In der vor-
liegenden Arbeit wurde hierauf verzichtet.

Zur Vereinfachung der Rechnung miissen wir uns
auf den Giiltigkeitsbereich der klassischen Statistik
beschridnken. Hierdurch vermeiden wir Schwierig-
keiten, die bei der entsprechenden Rechnung von
Baser ? fiir Metalle auftraten.

In den beiden Borrzmann-Gleichungen fir die
Verteilungsfunktionen f; und f, der Elektronen und
Defektelektronen beriicksichtigen wir die Elektro-
nen — Defektelektronen-Wechselwirkung neben der
thermischen Gitterstreuung in Form zweier Stor-
glieder, die in 1. Ndherung vernachlidssigt werden.
Diese als klein vorausgesetzten Storglieder entneh-
men wir den analogen Rechnungen der Gastheorie
(vgl. Cuapman und Cowring?, §§ 3.5 und 17.2)
und ersetzen die darin auftretenden Verteilungs-
funktionen durch die aus den Borrzmanx-Gleichun-
gen ermittelten 1. Ndherungen.

Die Wechselwirkungen zwischen den Ladungs-
tragern beschreiben wir durch ein abgeschirmtes
Couroms-Potential der Form (—e/er) exp(—gqr).
Die Abschirmungskonstante ¢ lafit sich mit Hilfe
einer Porsson-Gleichung bestimmen, wobei wir uns
an die analogen Uberlegungen von DixcrLe?® und
MansrieLp ¢ fiir die Streuung von Elektronen an
ionisierten Storstellen halten.
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1. Bestimmung der Wechselwirkungsintegrale

Alle auf die Leitungselektronen bzw. das Leit-
fahigkeitsband bezogenen GroBlen werden fortan
mit dem Index 1 gekennzeichnet, wihrend alle auf
Defektelektronen bzw. das Valenzband bezogenen
Groflen den Index 2 erhalten. —e ist die Ladung
eines Elektrons und m; dessen scheinbare Masse.

Wir nehmen ein elektrisches Feld in 2-Richtung
an und filhren eine StoBzeit 7; ein, welche die
Streuung der Elektronen an den thermischen Gitter-
schwingungen beschreibt. Die Borrzmann-Gleichung
fiir die Verteilungsfunktion f; der Elektronen lautet
dann unter Benutzung des Lorentzschen Ansatzes

_eFq af}?,:_f,lfﬁ)_;_(aefl) . (1)

m; Oviz Ty ot
Hierbei wurde in iiblicher Weise auf der linken
Seite der Borrzmann-Gleichung die Verteilungsfunk-
tion f; der Elektronen durch die ungestorte Borrz-
manN-Funktion f;, ersetzt, die wir in der Form be-

nutzen
Y SRR m ”12,)
fo=" (2nm1kT) exp (-2” 2

wo v;=|9; | und vy, die x-Komponente von o, ist.
ny ist die Dichte der Elektronen im Leitfahigkeits-
band.

Das Storglied in Gl. (1) beschreibt die zeitliche
Anderung der Verteilungsfunktion f; der Elektro-
nen infolge von Zusammenstofen mit Defektelek-
tronen. Multipliziert mit dem Volumenelement des
Phasenraumes

dD, = (my/h)3 doy = (my/h)3 dvy, dvy, dvy,

ist es gleich der Differenz der Zahl von Elektronen,
die in der Zeit d¢ infolge von Zusammenstoflen mit
Defektelektronen in d®; gelangen und es verlassen.

Die analogen Uberlegungen der Gastheorie (vgl.
CuapmaN und Cowring 4, § 17.2) liefern hierfiir un-
ter Berticksichtigung der Quantentheorie

(5) -2 (5]
/// (fi s —f1 1) a2 (vr, 2) sin zdydedo,. (2)

Hierin ist v,=|6,—9,| der Betrag der Relativ-
geschwindigkeit zwischen zwei betrachteten Teilchen
und y der Ablenkwinkel der Relativgeschwindigkeit.
¢ ist ein weiterer Polarwinkel zur Festlegung von o,
gegeniiber 9., wobei sich o, und alle anderen ge-
strichenen Groflen auf Zustande nach dem Stof} be-
ziehen.
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Die der Gl. (1) entsprechende Borrzmans-Glei-
chung fiir die Verteilungsfunktion f, der Defekt-
elektronen lautet

eF; afm fo—fa0 aof-g
my, Qvag - T, +( ot )1 : (3)
Das Stérglied ist analog zu Gl. (2) gebaut.

Wie schon eingangs betont wurde, soll die Elektro-
nen — Defektelektronen-Wechselwirkung  gegeniiber
der thermischen Gitterstreuung als Stérung aufge-
faBt werden. Wir konnen daher in den Integranden
der Wechselwirkungsintegrale [z.B. Gl (2)] die
Verteilungsfunktionen durch die 1. Ndherungen er-
setzen, die wir aus den Borrzman~-Gleichungen (1)
und (3) erhalten, wenn wir in ihnen die Wechsel-
wirkungsintegrale vernachldssigen. Als weitere Ver-
einfachung fithren wir konstante mittlere StoBzeiten
7, und 7, fiir die thermische Gitterstreuung ein, die
wir so wahlen, daf} sich die Ausdriicke fiir die elek-
trische Leitfahigkeit in 1. Ndherung reproduzieren,
also

7 =%a,(h22am kT)", (4)

und ein analoger Ausdruck fiir 7,. o, und a, sind
Abkiirzungen, die auler universellen Konstanten das
aus der Brocuschen Theorie her bekannte Wechsel-
wirkungsintegral C [vgl. SommerFeLD und BeTHE 7,
Gl. (34.30)] enthalten. Beide Groflen hidngen nicht
von der Temperatur 7 und den scheinbaren Massen
my und my ab.

Unter diesen Annahmen wird unter Berticksichti-
gung des Energiesatzes

fi’f?’“f1f2
efF,

= f10 f20 T [T (”21’ — V) — Ty (le, — i) ].

Den Zusammenhang zwischen den Geschwindig-
keitskomponenten v;,” und v5,” nach dem Sto und
den Geschwindigkeitskomponenten der Stofpartner
vor dem Sto} liefert eine elementare Betrachtung
des Stolvorganges. Man erhalt

my (Ulr, —Vyg) = — My (VQI, — Va,)
2

= Myeq [Vrz(1 = cos &) — Vv,2— 0,2 sin ¥ cos €].

Myeq ist die reduzierte scheinbare Masse der Ladungs-
trager.

Bei der Integration tiber ¢ fallen die zu cos € pro-
portionalen Glieder weg, wihrend sich fiir die iibri-
gen ein Faktor 2z ergibt.

7 A. Sommerrerp u. H. A. Berue, Handbuch der Physik, Bd.
24/11, Springer, Berlin 1933.
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Fir o45(v,, 7) tibernehmen wir die WextzELsche
Streuformel in etwas abgewandelter Form

e*/e 12

s . 5)

| mreq vr2 (1 —cos /) + 92

112(Ur,2) =v

wo 7% =g, h?*/ (8 A* myeq). q, ist die Abschirmungs-
konstante fiir die Abschirmung der Defektelektronen
durch die sie umgebenden Elektronen. Thre Bestim-
mung durch Lésung einer Porsson-Gleichung muf3
in analoger Weise wie bei MaxsrieLp 6 u. a. fiir die
Streuung der Ladungstriger an ionisierten Stor-
stellen erfolgen. Wir iibernehmen das Ergebnis fiir
den klassischen Grenzfall

g2=@neekT) n,.

n, ist die Dichte der Streuzentren, also in unserem
Fall die Defektelektronendichte, ¢ die Dielektriziats-
konstante.

Die Integration iber den Ablenkwinkel 7 lafit
sich relativ einfach durchfithren und ergibt

[ a2(vr, 7) (1= cos 7) sin 7 dz
x=0

__ ¢ _z
T 2 mred? vra{log(l +2) = 1+z2f° (6)

wo =16 72 myq®v2/(gq;>h*). Der analoge Aus-
druck fir die Berechnung des zweiten Wechselwir-
kungsintegrals ergibt sich formell durch Vertau-
schung der Indizes 1 und 2. Wir beschrianken uns
jedoch weiterhin auf die Berechnung des Einflusses
der Elektronenstreuung an den Defektelektronen auf

die Leitfahigkeit.
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2. Ubergang zur elektrischen Leitfihigkeit

Die in Gl. (2) verbleibende Integration iiber 9,
laBit sich in dieser Form nicht durchfiihren. Es ist
daher zweckmiBig, schon jetzt zur elektrischen Leit-
fahigkeit uberzugehen, wodurch noch eine Integra-
tion iiber 9; hinzukommt. Der Beitrag der Elektro-
nen zur Leitfahigkeit ist

Oy =— %(";11)3 /‘// (f1 = f1o) vizdoy.

Fir die Verteilungsfunktion setzen wir den sich
aus der Borrzmann-Gleichung (1) ergebenden Wert
ein und benutzen an Stelle der Stollzeit 7; wieder
den konstanten mittleren Wert :[1 von Gleichung (4).
Gehen wir nun zu Relativ- und Schwerpunkts-
geschwindigkeiten 9, und ¢, tber, so laBt sich die
Integration uber 9; sofort durchfithren. Die ver-
bleibende Integration tiber o, ist etwas schwieriger,
jedoch ebenfalls exakt moglich, da in diesem Fall
die Funktion f(z), die in der geschweiften Klammer
von Gl. (6) enthalten ist, im Zahler des Integranden
auftritt (vgl. im Gegensatz hierzu MansFiELD 6,
DinLE ® u. a.). Die etwas umstdndliche Rechnung
filhrt auf Exponentialintegrale, soll aber hier tber-
gangen werden.

Zur Vereinfachung fithrt man zweckméaligerweise
die Beweglichkeiten der Elektronen und Defekt-
elektronen infolge ihrer Streuung an den thermi-
schen Gitterschwingungen ein. Fir Elektronen ist

a e h? e ety
1= — Ve = = 7.7 = -
¢ 2my\2am kT my
und analog uys.

Hiermit ergibt sich der Beitrag der Elektronen zur Leitfdhigkeit unter Beriicksichtigung ihrer Wechsel-

wirkung mit den Defektelektronen zu
9%z 7'z €3

o= e L= ooy m lhy me (s + ) (14 4y) (= 1) Ei(—By) — 11 (7)

mit der Abkiirzung

Bu= (g2 B[32 7% myea K T) = (2 € nyf8 £ myeq (KT)?).

Als Beitrag der Defektelektronen zur Leitfahigkeit unter Beriicksichtigung ihrer Wechselwirkung mit

den Elektronen erhalt man
9%z 71/s ¢3

02="26#L2{1 T3k f)T/;m:f';d ny (s + ) [(1+ fp) e”(—1) Ei( =) —1]} (8)

mit der zu f; analogen Abkiirzung f,.

3. Spezialisierung und Anwendung der Ergebnisse

Beide Ausdriicke (7) und (8) lassen sich durch Spezialisierung des Modells auf reine Eigenleitung in
einfacher Weise zur Gesamtleitfihigkeit 6 =0, + 0, zusammenfassen, da nun n;=n,=n und damit

fr=Pa=p ist:

2%z 72 3

o=ne(us+ i) {1 - e a s mban s+ ) [(14§) A~ D Ei(=p) -1} ()
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Eine weitere Vereinfachung ergibt sich fiir den
Fall # <1. Am Beispiel des Germaniums lafit sich
zeigen, daB diese Bedingung bis etwa 1000° K recht
gut erfiillt ist. Wir konnen dann die Funktionen in
der eckigen Klammer der Gl. (9) entwickeln und
erhalten stattdessen

lo 1—1}
[ g;'/f ’

wo y=1,781 die EvLer-Mascueronische Konstante
ist.

Eine andere Form der obigen Ergebnisse erhalten
wir, wenn wir die Wechselwirkungen zwischen Elek-
tronen und Defektelektronen durch Einfithren von Be-
weglichkeiten 1, und t,; beschreiben. Definieren wir
Gesamtbeweglichkeiten s, = (0,/n e) = up;(1—9,)
und s = (05/n5€) = u12(1 —0,), so gilt ndherungs-
weise

11,1 11 1

— und =— :
.”12 ‘ll-) ‘llLﬂ .“21

T
Daraus folgt fiir 6,0, <1
1§ 1 0,

- und =
Hy2 U1 M2 ML2

Die 0, und 0, sind die Korrekturglieder in den ge-
schweiften Klammern der Gln. (7) und (8). Fir
Eigenleitung wird 6, =9d,, d. h. die Elektronen- und
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die Defektelektronenbeweglichkeit werden durch die
Beriicksichtigung der Elektronen — Defektelektronen-
Wechselwirkung beide im selben Verhiltnis herab-
gesetzt.

Im Verlauf der bisherigen Uberlegungen wurde
stets von der Streuung von Elektronen an Defekt-
elektronen und umgekehrt gesprochen. Diese Spe-
zialisierung ist jedoch in keiner Weise in der Rech-
nung begriindet. Vielmehr konnen wir die vorliegen-
den Ergebnisse ohne Anderung auf die Streuung
beliebiger Teilchen der Ladung *e und der Masse
my an anderen Teilchen der Masse m, und gleicher
oder entgegengesetzter Ladung tbertragen. Voraus-
setzung ist allerdings, dal} zwischen ihnen dasselbe
Wechselwirkungsgesetz wie oben angenommen wer-
den darf.

Wir konnen daher z.B. Teilchen 2 als fest im
Kristall eingebaute Storstelle betrachten, wozu wir
nur uy»=0 und my = o zu setzen brauchen. An die
Stelle von n, tritt dann die Dichte N der ionisierten
Storstellen. Das Ergebnis unterscheidet sich von
dem von Brooks und Herrine auBler im Logarith-
mus lediglich durch Zahlenfaktoren der Grofjen-
ordnung Eins.

Zum Schlufl mochte ich Herrn Prof. Dr. M. KouLer

fiir die Anregung zu dieser Arbeit und zahlreiche wert-
volle Diskussionen herzlichst danken.



